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SOLUZIONI

Esercizio 1.Studiare l’insieme di definizione delle seguenti funzioni.

f(x) =

√
x2 + 6x− 3

lnx
:

Risolviamo: 
x2 + 6x− 3 ≥ 0

x > 0

lnx 6= 0

Da cui x ≥ −3 + 2
√
3 e x 6= 1.

g(x) =

√
ln

(
x− 1

x

)
Risolviamo: 

ln
x− 1

x
≥ 0

x− 1

x
6= 0

Da cui x < 0.

h(x) =
√
2 sinx+ 1 :

Risolviamo 2 sinx+ 1 ≥ 0, da cui −π
6 + 2kπ ≤ x ≤ 7π

6 + 2kπ, k ∈ Z.

i(x) =
x+ 1

x2 − 3x+ 2

Semplicemente, imponiamo x2 − 3x+ 2 6= 0, da cui x 6= 2 ∧ x 6= 1.

j(x) =
xsinx + 1

esinx − 1

xsinx si può scrivere come esinx lnx dunque è definita per x > 0. Inoltre dev’essere esinx− 1 6= 0
e dunque x 6= kπ, k ∈ N.

Esercizio 2.Calcolare i seguenti limiti.

◦ lim
x→0

arcsinx

x
=x=sin y= lim

y→0

y

sin y
= 1.

◦ lim
x→0

(1− cosx)2

ln (1 + sin4 x)
= lim

x→0

(1− cosx)2

ln (1 + sin4 x)
· x4x4 = lim

x→0

(
1−cosx
x2

)2
ln (1 + sin4 x)

· x
4 sin4 x

sin4 x
=

1



= lim
x→0

(
1− cosx

x2

)2

· x4

sin4 x
· sin4 x

ln (1 + sin4 x)
=

1

4
.

◦ lim
x→+∞

√
x− 1 + cosx = lim

x→+∞

√
x(1− 1√

x
+

cosx√
x

) = +∞.

◦ lim
x→0

x3 + x2 sinx+ sin2 x

x4 + x3 + x sinx
≈ lim

x→0

x3 + x3 + x2

x4 + x3 + x2
= lim

x→0

x2(+2x+ 1)

x2(x2 + x+ 1)
= 1.

◦ lim
x→0

ln cosx

x2
= lim

x→0

ln ((cosx− 1) + 1)

x2
= lim

x→0

ln ((cosx− 1) + 1)

x2
· (cosx− 1)

(cosx− 1)
= −1

2
.

◦ lim
x→0

[
1

x tanx
− 1

x sinx

]
= lim

x→0

[
cosx

x sinx
− 1

x sinx

]
= lim

x→0

cosx− 1

x sinx
·x
x
= lim

x→0

cosx− 1

x2
· x

sinx
= −1

2
.

Esercizio 3. Studiare la continuità delle seguenti funzioni definite a tratti.

f(x) =


−
√
|x| x ≤ 0

1

2
+

1

π
arcsin (2x− 1) 0 < x < 1

1 +
√
x− 1 x ≥ 1

Tutte e tre le componenti di f(x) sono continue nell’insieme di definizione. Non resta che
studiare la continuità in x = 0 e in x = 1.
In x = 0 è continua:

lim
x→0−

−
√
|x| = 0 = lim

x→0+

1

2
+

1

π
arcsin (2x− 1)

In x = 1 è continua:

lim
x→1−

1

2
+

1

π
arcsin (2x− 1) = 1 = lim

x→1+
1 +
√
x− 1.

f(x) è continua su tutto R.

g(x) =



α x = 0

1

x

√1−
√
1− x√

1 + x− 1
− 1

 x ∈ (0, 1)

βx x ∈ [1,+∞)

α, β ∈ R

Le tre componenti di g(x) sono continue nell’insieme di definizione. Calcoliamo innanzitutto:

lim
x→0+

1

x

√1−
√
1− x√

1 + x− 1
− 1

 = lim
x→0+

1

x

√1 +
√
1 + x√

1− x+ 1
− 1

 =

= lim
x→0+

1

2x

[
1 +
√
1 + x√

1− x+ 1
− 1

]
= lim

x→0+

√
1 + x−

√
1− x

4x
= lim

x→0+

2x

8x
=

1

4
.

2



Dunque perché g(x) sia continua in x = 0 dovremo richiedere che α = 1
4 . Allo stesso modo,

poiché limx→1−
1
x

[√
1−
√
1−x√

1+x−1 − 1
]
= 1√√

2−1
− 1 e limx→1+ βx = β, per la continuità in x = 1

dovremo richiedere β = 1√√
2−1
− 1.

Esercizio 4. Descrivere l’immagine sul dominio C per ognuna delle seguenti funzioni.

f(x) = 1− 1

x
C = (0, 1)

limx→0+ f(x) = −∞, f(1) = 0 e inoltre f(x) è strettamente crescente nell’intervallo considera-
to. Dunque f(C) = (−∞, 0).

g(x) =
x2 + 1

x2 − 1
C = (1, 2]

limx→1+ g(x) = +∞, g(2) = 5
3 e inoltre g(x) è strettamente decrescente nell’intervallo conside-

rato. Dunque g(C) = [53 ,+∞).

h(x) = ln
x

x+ 2
C = (0,+∞)

limx→0+ h(x) = −∞ e limx→+∞ h(x) = 0. Per cui, poiché inoltre h(x) è strettamente crescente
nell’intervallo considerato, avremo h(C) = (−∞, 0).

i(x) = |x− 1| C = [0, 5]

È evidente che i(C) = [0, 4].

Esercizio 5. Disegnare il grafico delle seguenti funzioni.

f(x) = max (sinx, cosx) :

3



g(x) =
x+ |x|

2
:

h(x) = min (
1

x4
, x2) :
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